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摘 要：在信号处理与代数分析领域，四元数及其变换理论因其独特的数学特性受到广泛关注 . 本文研究右侧四

元数线性正则变换（QLCT）. 首先，介绍了四元代数的基本概念，包括四元数的表示、运算规则、共轭、范数等，并给

出了QLCT的定义；其次，基于信号的奇偶性，提出了右侧QLCT的偶分量与奇分量分解方法，深入探讨了该变换的

相关性质并给出证明 . 最后，以高斯信号为例进行仿真实验，验证了理论推导，并展示了四元数值信号及其QLCT

变换后各分量的特性 . 
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Abstract： In the fields of signal processing and algebraic analysis， quaternions and their 

transformation theory have attracted extensive attention due to their unique mathematical properties. 

This paper studies the right-sided quaternion linear canonical transform （QLCT）. Firstly， it introduces 

the basic concepts of quaternion algebra， including the representation of quaternions， operation rules， 

conjugation， and norm； and provides the definition of QLCT. Secondly， based on the parity of the 

signal， it proposes the decomposition method of even and odd components of the QLCT， deeply 

explores the relevant properties of this transformation， and provides proofs. Finally， taking gaussian 

signals as an example， simulation experiments are conducted to verify the theoretical derivation and 

demonstrate the characteristics of each component of the quaternion-valued signal and its QLCT 

transformation.
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在现代信号处理、图像处理以及多维数据分析领域，四元数（Quaternion）（Hamilton， 1866）凭借其能够

高效描述三维旋转和处理矢量数据的特性而备受关注 . 作为复数的扩展，四元数构成的非交换代数结构为

处理具有多分量耦合特性的复杂数据提供了独特的数学工具，与此同时，线性正则变换（LCT，Linear 

Canonical Transform） （Healy et al.， 2016）作为傅里叶变换（Fourier Transform） （Bracewell et al.， 1989）的广

义形式，凭借其灵活的参数调节能力，在时频分析、滤波等领域（Shah et al.， 2022； Liu et al.， 2025）展现出显

著优势 . 将 LCT 推广至四元数域形成的四元数线性正则变换（QLCT，Quaternion Linear Canonical 

Transform）（Gao et al.， 2020； Zhu et al.， 2021； Bhat et al.， 2022； Hu et al.， 2023； Siddiqui et al.， 2024），为复

杂数据的时频分析与处理开辟了新的研究方向 . 

四元数的研究可追溯至其作为复数扩展的提出，随着研究深入，学者们围绕四元数代数及其在信号处

理中的应用已取得了一系列重要成果（Li et al.， 2020； Xiang et al.， 2023； Mei et al.， 2023； Majorkowaka-

Mech et al.， 2023； Wang et al.， 2024a，2024b，2024c； Yang et al.， 2024，2025； Jiang et al.， 2025）. 近年来，线

性正则变换的优良特性进一步推动了其在四元数域上的推广，初步建立了四元数线性正则变换的基本框

架，相关研究主要集中在变换定义、基本性质及初步应用探索等方面，为深入理解QLCT奠定了基础 . 

尽管QLCT已受到关注，但针对右侧QLCT的系统分析仍有待深化，特别是在基于奇偶性的分量分解方

法、关键性质的推导与验证等方面，尚未形成系统化的理论成果 . 因此，本文旨在深入研究右侧QLCT的特

性，提出并严格推导基于奇偶性的右侧QLCT分量分解方法，建立并证明该变换的核心性质及相关推论，通

过严谨的数学推导，完善右侧 QLCT 的理论体系，为其在复杂信号处理中的实际应用提供更坚实的理论

支撑 .

1 预备知识

1. 1　四元代数

四元数是复数的扩展，构成一个在实数域R上的结合但非交换代数 . 四元数的集合用H表示 . 任何四元

数 q ∈ H都可以表示为以下形式：

q = qr + iq i + jq j + kqk，
其中 qr，q i，q j，qk ∈ R，iq i + jq j + kqk表示矢量，记作 q.

四元数的乘法规则如下：

ij = -ji = k，     jk = -kj = i，     ki = -ik = j，      i2 = j2 = k2 = ijk = -1.
对于两个四元数 p，q ∈ H，分别具有矢量部分 p，q，则两个四元数 qp相乘有

qp = qr pr - q ⋅ p + qr p + qpr，
其中 q ⋅ p = q i p i + q j p j + qk pk，   qp = i(q j pk - qk p j ) + j(qk p i - q i pk ) + k(q i p j - q j p i ).

与复数情况类似，q的共轭四元数定义如下：

q̄ = qr - iq i - jq j - kqk. （1）

注1 共轭函数颠倒了乘法的顺序，即 q̄p̄ = p̄q̄.
由式（1），四元数 q ∈ H的范数或模定义为：

|| q = q2
r + q2i + q2j + q2k，

由此可见，q̄q = qq̄ = || q 2.
利用共轭和模，非零四元数 q ∈ H的逆为

q-1 = q̄

|| q 2 .
注2 当 || q = 1时， q为单位四元数，qr = 0时， q称为纯四元数 . 

四元数 q也可以表示为具有复数部分和虚数部分的复数：

q = z1 + jz2，

其中 z1 = qr + iq i， z2 = q j + iqk. 这种表示法被称为Cayley-Dickson形式 . 
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与复数情况类似，H中函数 f和g的内积定义如下：

f， g
L2 (H；H) = ∫

H
f ( x ) ⋅ g ( x )d4x，

其中 x ∈ H，d4x = dxrdx idx jdxk. 每个四元数函数 f都可以分解为

f ( x ) = fr ( x ) + f i ( x ) i + f j ( x ) j + fk ( x )k，
其中 fr ( x )，f i ( x )，f j ( x ) 和 fk ( x ) 是 x的实值函数 . 

特别地，对于 f = g的情况，L2 (H；H) 范数定义如下：

 f = ( )∫
H

|| f ( x ) 2d4x

1
2 .

1. 2　四元数线性正则变换定义

定义 1 对于 f ∈ R2，Mm = é

ë
êêêê

ù

û
úúúú

am   bm
cm   dm ，am，bm，cm，dm ∈ R，m = 1，2.矩阵参数满足 det (Mm ) = 1，二维右侧四

元数线性正则变换的定义为：

LH
R { f }(ω ) = ∫

R2
f (x )Kdx，

其中 x = ( x1，x2 )，ω = (ω1，ω2 ) ∈ R2，K = K i
M1 ( x1，ω1 )K j

M2 ( x2，ω2 )，并且核函数 (bm ≠ 0) 为：

K i
M1 ( x1，ω1 ) = 1

2π || b1
exp é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
úi ( )a1x212b1

- x1ω1
b1

+ d12b1
ω21 ，

K j
M2 ( x2，ω2 ) = 1

2π || b2
exp é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
új( )a2x222b2

- x2ω2
b2

+ d22b2
ω22 .

注3 本文只考虑 bm ≠ 0的情况 . 

右侧四元数线性正则变换的逆变换定义为：

f (x ) = ∫
R2
LH
R { f }(ω )K j

M -12
( x2，ω2 )K i

M -11
( x1，ω1 )dω，

其中M -1
m = é

ë
êêêê

ù

û
úúúú

 dm   -bm
-cm    am ，m = 1，2.

注4 若Mm = é
ë
êêêê ù

û
úúúú0 1

-1 0 ，m = 1，2，则右侧四元数线性正则变换退化为右侧四元数傅里叶变换：

FH
R { f }(ω ) = 1

2π ∫
R2
f (x ) exp (-ix1ω1 ) exp (-jx2ω2 )dx.

2 四元数线性正则变换

2. 1　基于奇偶性的右侧四元数线性正则变换四个分量分解

首先我们可以展开右侧四元数线性正则变换的核

K = K i
M1 ( x1，ω1 )K j

M2 ( x2，ω2 ) = Dγ exp (iγ1 ) exp ( jγ2 ) = Dγ (cos γ1 + i sin γ1 ) (cos γ2 + j sin γ2 )
= Dγ (cos γ1 cos γ2 + sin γ1 cos γ2 i + cos γ1 sin γ2 j + sin γ1 cos γ2k)，

其中Dγ = 1
2π || b1b2

，γm = am x2
m2bm - xmωm

bm
+ dm2bm ω

2
m，m = 1，2.

因此右侧四元数线性正则变换可以分解为4个分量的和，即

LH
R { f }(ω ) = LR，ee { f }(ω ) + LR，oe { f }(ω ) i + LR，eo { f }(ω ) j + LR，oo { f }(ω )k， （2）

其中

LR，ee { f }(ω ) = Dγ∫
R2
fee (x ) cos γ1 cos γ2dx，      LR，oe { f }(ω ) = Dγ∫

R2
foe (x ) sin γ1 cos γ2dx，

3
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LR，eo { f }(ω ) = Dγ∫
R2
feo (x ) cos γ1 sin γ2dx，      LR，oo { f }(ω ) = Dγ∫

R2
foo (x ) sin1γ1 sin γ2dx .

其中 o，e表示奇偶 . 

2. 2　右侧四元数线性正则变换的性质

定理 1 设 f：R2 → H，且LH
R { f }(ω ) 表示 f的右侧四元数线性正则变换，令LH

R{ }∂f
∂x1

(ω )，LH
R{ }∂f

∂x2
(ω ) 分

别表示
∂f
∂x1

，
∂f
∂x2

的右侧四元数线性正则变换，则有

LH
R{ }∂f

∂x1
(ω ) = a1

b1
L͂H
R { x1 f }(ω ) (-i) - ω1

b1
L͂H
R { f }(ω ) (-i)， （3）

LH
R{ }∂f

∂x2
(ω ) = a2

b2
LH
R { x2 f }(ω ) (-j) - ω2

b2
LH
R { f }(ω ) (-j)， （4）

其中

L͂H
R { x1 f }(ω ) = LR，ee { x1 f }(ω ) - LR，oe { x1 f }(ω ) i - LR，eo { x1 f }(ω ) j - LR，oo { x1 f }(ω )k，
L͂H
R { f }(ω ) = LR，ee { f }(ω ) - LR，oe { f }(ω ) i - LR，eo { f }(ω ) j - LR，oo { f }(ω )k，
LH
R { x2 f }(ω ) = LR，ee { x2 f }(ω ) + LR，oe { x2 f }(ω ) i + LR，eo { x2 f }(ω ) j + LR，oo { x2 f }(ω )k，
LH
R { f }(ω ) = LR，ee { f }(ω ) + LR，oe { f }(ω ) i + LR，eo { f }(ω ) j + LR，oo { f }(ω )k.

证明 本文只证式（3）. 由式（2）可得

LH
R{ }∂f

∂x1
(ω ) = LR，ee{ }∂f

∂x1
(ω ) + LR，oe{ }∂f

∂x1
(ω ) i + LR，eo{ }∂f

∂x1
(ω ) j + LR，oo{ }∂f

∂x1
(ω )k，

其中

LR，ee{ }∂f
∂x1

(ω ) = Dγ∫
R2

∂f
∂x1

cos γ1 cos γ2dx，       LR，oe{ }∂f
∂x1

(ω ) = Dγ∫
R2

∂f
∂x1

sin γ1 cos γ2dx，

LR，eo{ }∂f
∂x1

(ω ) = Dγ∫
R2

∂f
∂x1

cos γ1 sin γ2dx，       LR，oo{ }∂f
∂x1

(ω ) = Dγ∫
R2

∂f
∂x1

sin1γ1 sin γ2dx.

γm = am x2
m2bm - xmωm

bm
+ dm2bm ω

2
m， m = 1，2.

对于每一个可积光滑函数 f和每一个 x1，x2 ∈ R，有 lim
x1 → ∞ f ( x ) = 0，因此可得

LR，ee{ }∂f
∂x1

(ω ) = a1
b1
LR，oe { x1 f }(ω ) - w1

b1
LR，oe { f }(ω )， LR，oe{ }∂f

∂x1
(ω ) =-( )a1

b1
LR，ee { x1 f }(ω ) - w1

b1
LR，ee { f }(ω ) ，

LR，eo{ }∂f
∂x1

(ω ) = a1
b1
LR，oo { x1 f }(ω ) - w1

b1
LR，oo { f }(ω )， LR，oo{ }∂f

∂x1
(ω ) =-( )a1

b1
LR，oo { x1 f }(ω ) - w1

b1
LR，oo { f }(ω ) .

所以

LH
R{ }∂f

∂x1
(ω ) = a1

b1
[ ]LR，oe { x1 f }(ω ) - LR，ee { x1 f }(ω ) i + LR，oo { x1 f }(ω ) j - LR，eo { x1 f }(ω )k

 -  w1
b1

[ ]LR，oe { f }(ω ) - LR，ee { f }(ω ) i + LR，oo { f }(ω ) j - LR，eo { f }(ω )k
= a1
b1

[ ]LR，ee { x1 f }(ω ) - LR，oe { x1 f }(ω ) i - LR，eo { x1 f }(ω ) j - LR，oo { x1 f }(ω )k (-i)
 -  w1
b1

[ ]LR，ee { f }(ω ) - LR，oe { f }(ω ) i - LR，eo { f }(ω ) j - LR，oo { f }(ω )k (-i).
此证结束，同理可证式（4）. 

推 论 1 设 f ：R2 → H，且 LH
R { f }(ω ) 表 示 f 的 右 侧 四 元 数 线 性 正 则 变 换 ，令

LH
R
ì
í
î

ü
ý
þ

∂2 f
∂x21

(ω )，LH
R{ }∂2 f

∂x1∂x2
(ω ) 和 LH

R
ì
í
î

ü
ý
þ

∂2 f
∂x22

(ω )，分别表示
∂2 f
∂x21

，
∂2 f

∂x1∂x2
和

∂2 f
∂x22

的右侧四元数线性正则变换，

4
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则有

LH
R
ì
í
î

ü
ý
þ

∂2 f
∂x21

(ω ) = a21
b21
L͂H
R { x21 f }(ω ) - a1ω1

b21
L͂H
R { x1 f }(ω ) - ω21

b21
L͂H
R { f }(ω )，

LH
R{ }∂2 f

∂x1∂x2
(ω ) = - a1a2

b1b2
L͂H
R { x1x2 f }(ω ) + a1ω2

b1b2
L͂H
R { x1 f }(ω ) +ω1a2

b1b2
L͂H
R { x2 f }(ω ) - ω1ω2

b1b2
L͂H
R { f }(ω )，

LH
R
ì
í
î

ü
ý
þ

∂2 f
∂x22

(ω ) = a22
b22
LH
R { x22 f }(ω ) - a2ω2

b22
LH
R { x2 f }(ω ) + ω22

b22
L͂H
R { f }(ω ).

其中

L͂H
R { x21 f }(ω ) = LR，ee { x21 f }(ω ) - LR，oe { x21 f }(ω ) i - LR，eo { x21 f }(ω ) j - LR，oo { x21 f }(ω )k，
LH
R { x22 f }(ω ) = LR，ee { x22 f }(ω ) + LR，oe { x22 f }(ω ) i + LR，eo { x22 f }(ω ) j + LR，oo { x22 f }(ω )k，
L͂H
R { x1x2 f }(ω ) = LR，ee { x1x2 f }(ω ) - LR，oe { x1x2 f }(ω ) i - LR，eo { x1x2 f }(ω ) j - LR，oo { x1x2 f }(ω )k.

3 例子及仿真

在本节中，通过1个高斯信号示例对所提出的右侧四元数线性正则变换进行了演示 . 

例1 我们考虑以下四元数值信号：

f (x ) = g (x ) exp é
ë
êêêê

ù
û
úúúú-( )α

2 x21 + β
2 x22 = (1 + 3i + 5j + 7k) exp é

ë
êêêê

ù
û
úúúú-( )α

2 x21 + β
2 x22 . （5）

其中α， β ∈ R+. 我们绘制了四元数值信号，四元数傅里叶变换以及四元数线性正则变换 f (x ) 的各分量，如图

1~3所示 .  

图1　四元数信号各分量的空间域分布

Fig.1 The distribution of each component of the quaternion signal in spatial domain

5
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接下来，我们按如下方式计算函数 f (x ) 的右侧四元数线性正则变换：

LH
R { f }(ω ) = ∫

R2
f (x )Kdx

= Dγ∫
R2
g (x ) exp é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
úi ( )a1x212b1

- x1ω1
b1

+ d12b1
ω21 exp é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
új( )a2x222b2

- x2ω2
b2

+ d22b2
ω22 exp é

ë
êêêê

ù
û
úúúú-( )α

2 x21 + β
2 x22 dx

= Dγg (x ) ∫
R2

exp ( )ia1x212b1
- α

2 x21 + ix1ω1
b1

- id1ω212b1
exp ( )- ja2x222b2

- β
2 x22 - jx2ω2

b2
+ jd2ω222b2

dx

= Dγg (x ) exp ( )- id1ω212b1
exp ( )jd2ω222b2 ∫

R2
exp é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
ú-x21( )ia12b1

- α
2 - ix1ω1

b1
exp é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
ú-x22( )ja22b2

+ β
2 - jx2ω2

b2
dx

= g (x ) exp ( )- id1ω212b1
exp ( )jd2ω222b2

exp ( )ω212b1 (αb1 - ia1 )
1

ia1 - αb1
exp ( )- ω222b2 ( βb2 + ja2 )

1
βb2 + ja2

= g (x ) 1
ia1 - αb1 βb2 + ja2

exp ( )id1ω212b1
exp ( )- jd2ω222b2

exp ( )- ω212b1 (αb1 - ia1 ) exp ( )- ω222b2 ( βb2 + ja2 )
= g (x ) 1

ia1 - αb1 βb2 + ja2
exp é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
úω212b1 ( )id1 - 1

αb1 - ia1
exp é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úω222b2 ( )jd2 - 1

βb2 + ja2
.

令Aα = 1
ia1 - αb1

，Bβ = 1
βb2 + ja2

，有

LH
R { f }(ω ) = g (x ) AαBβ exp é

ë
êêêê

ù
û
úúúú

ω212b1
( id1 + Aα ) exp é

ë
êêêê

ù
û
úúúú

ω222b2
( jd2 - Bβ ) .

图2　四元数傅里叶变换的值分布

Fig.2 The value distribution of quaternion Fourier transform
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令am = 1，bm = 1，cm = -1，dm = 0 (m = 1，2)，α = β = 1，可得QLCT：

LH
R { f }(ω ) = (1 + 3i + 5j + 7k) -1 - i + j + k

4 exp ( )- ω214b1
exp ( )-i ω214b1

exp ( )ω224b2
exp ( )-j ω224b2

= -1 - i + j + k
4 exp ( )- ω214b1

exp ( )ω224b2
(1 - 3i - 5j - 7k) exp ( )i ω214b1

exp ( )-j ω224b2
.

令 θ1 = ω214b1
，θ2 = ω224b2

，有

LH
R { f }(ω ) = -1 - i + j + k

4 exp (-θ1 + θ2 ) (1 - 3i - 5j - 7k) exp (iθ1 ) exp (-jθ2 )
= E (θ ) (1 - 3i - 5j - 7k) (cos θ1 + i sin θ1 ) (cos θ2 - j sin θ2 )
= E (θ ) (1 - 3i - 5j - 7k) (cos θ1 cos θ2 + i sin θ1 cos θ2 - j cos θ1 sin θ2 - k sin θ1 sin θ2 )
= E (θ ) (cos θ1 cos θ2 + 3sinθ1 cos θ2 - 5cosθ1 sin θ2 - 7sinθ1 sin θ2 )

 +  E (θ ) i (-3cosθ1 cos θ2 + sin θ1 cos θ2 - 7cosθ1 sin θ2 + 5sinθ1 sin θ2 )
 +  E (θ ) j(-5cosθ1 cos θ2 - 7sinθ1 cos θ2 - cos θ1 sin θ2 - 3sinθ1 sin θ2 )
 +  E (θ )k (-7cosθ1 cos θ2 + 5sinθ1 cos θ2 + 3cosθ1 sin θ2 - sin θ1 sin θ2 )，

其中E (θ ) = -1 + i - j + k
4 exp (-θ1 + θ2 ).

4 分析与讨论

本节针对第 3节中高斯四元数信号的仿真结果（图 1~3）展开分析，通过对比原始信号、四元数傅里叶变

图3　四元数线性正则变换的值分布

Fig.3 The value distribution of quaternion linear canonical transform
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换及四元数线性正则变换的图像特征，进行具体分析与比较 .

从图 1呈现的原始四元数高斯信号空间域分布来看，其各个分量均展现出典型的高斯特性，即中心区域

振幅最高，向边缘逐渐衰减，这与理论预期相符，验证了所构造信号的合理性 . 实部 r的振幅范围相对较小，

分布也更为平缓，而虚部 i，j，k的振幅范围依次增大，这正是由于函数 f (x ) 的 3个虚部的系数不同而造成的，

这一现象体现了四元数中标量部分与矢量部分在空间域能量分布上的差异，虚部 k分量（图 1d）峰值达 7左

右，显著高于实部（峰值约 1）、虚部 i（峰值约 3）、虚部 j（峰值约 5）分量，可对应式（5）所提出的高斯函数，印证

四元数矢量部分常表征空间物理量强度的特性，且各分量高斯分布中心一致，为后续变换分析提供统一基

准，契合四元数矢量部分能量主导的特性 .

图 2所示的四元数傅里叶变换结果，作为四元数线性正则变换在特定参数下的退化形式，呈现出频率域

的对称分布特征，中心区域振幅形成峰值并向高频区域对称衰减，这与傅里叶变换将空间域高斯信号映射

为频率域高斯分布的理论特性一致 . 不过，相较于空间域，其振幅范围整体缩小，表明傅里叶变换对信号能

量进行了重新分配，高频成分的能量受到抑制 . 同时，虚部分量出现明显的正负交替，这是由于四元数乘法

的非交换性导致的，体现了四元数傅里叶变换与复数傅里叶变换在相位特性上的差异 .

图 3展示的四元数线性正则变换结果，与四元数傅里叶变换相比呈现出显著不同的特征，这主要源于其

核函数受矩阵参数调控的灵活性 . 从振幅范围来看，线性正则变换的虚部分量振幅明显大于傅里叶变换，甚

至超过原始信号，说明通过调整参数，它能够有效放大特定频率成分的能量，克服了傅里叶变换参数固定带

来的局限性 . 这种能量放大特性对于提取信号中的微弱特征具有重要意义，也体现了线性正则变换在信号

表征上的优势 .

综合来看，四元数线性正则变换通过参数的灵活调控，在四元数信号处理中展现出比四元数傅里叶变

换更强的适应性 . 它不仅能够验证理论推导的正确性，还能根据实际需求放大关键频率成分，保留信号本质

特征，这使其在需要灵活处理四元数信号的领域具有潜在的应用价值 . 而四元数傅里叶变换作为其特例，虽

然在对称信号的全局频率分析中仍有作用，但在复杂信号的精细处理上则稍显不足 .

5 结 论

本文系统研究了四元数线性正则变换，先介绍了四元代数的基本理论和四元数线性正则变换的定义，

接着完成了基于奇偶性的右侧四元数线性正则变换分量分解，推导证明了其相关性质及推论，最后通过高

斯信号实例进行仿真演示，验证了理论的有效性 .

本方法为四元数信号的特征提取（如三维运动图像、电磁矢量信号处理）提供了新工具，未来可结合深

度学习框架优化参数自适应选择 .
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